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I. Compréhension de cours

A. Laquelle des affirmations suivantes est vraie concernant le modèle des k plus proches voisins ?

(a) Il est toujours préférable de choisir un k plus petit.
(b) Un modèle à k voisins les plus proches a exactement k paramètres entrâınables.
(c) La précision d’apprentissage d’un modèle des 3 plus proches voisins est généralement

supérieure à celle d’un modèle de 1 plus proche voisin.
(d) La frontière de décision d’un modèle de k plus proches voisins est linéaire.
(e) Plus k augmente, plus le biais (au sens de la décomposition biais-variance) augmente.

1 [24 points] Short Answer

1. [6 points] On the 2D dataset below, draw the decision boundaries learned by the
following algorithms (using the features x/y). Be sure to mark which regions are
labeled positive or negative, and assume that ties are broken arbitrarily.
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(a) Logistic regression (λ = 0) (b) 1-NN (c) 3-NN

2. [6 points] A random variable follows an exponential distribution with parameter λ
(λ > 0) if it has the following density:

p(t) = λe−λt, t ∈ [0,∞)

This distribution is often used to model waiting times between events. Imagine you
are given i.i.d. data T = (t1, . . . , tn) where each ti is modeled as being drawn from an
exponential distribution with parameter λ.

(a) [3 points] Compute the log-probability of T given λ. (Turn products into sums
when possible).

2

Figure 1 – Jeu de données avec deux variables explicatives x et y. La variable à expliquer est le
signe − et +.

B. Reprendre la figure 1, tracer la frontière de classement (on peut utiliser des hachures pour
distinguer une classe d’une autre) des deux modèles k plus proches voisins avec k = 1 et
k = 3 (plus difficile).

II. Arbres de décision

A. Tracer l’arbre de décision correspondant à la partition illustrée sur la partie gauche de la
figure 2. Le chiffre à l’intérieur de chaque case indique la moyenne de Y à l’intérieur de la
région correspondante.
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FIGURE 8.12. Left: A partition of the predictor space corresponding to Exer-
cise 4a. Right: A tree corresponding to Exercise 4b.

There are two common ways to combine these results together into a
single class prediction. One is the majority vote approach discussed in
this chapter. The second approach is to classify based on the average
probability. In this example, what is the final classification under each
of these two approaches?

6. Provide a detailed explanation of the algorithm that is used to fit a
regression tree.

Applied

7. In the lab, we applied random forests to the Boston data using mtry=6

and using ntree=25 and ntree=500. Create a plot displaying the test
error resulting from random forests on this data set for a more com-
prehensive range of values for mtry and ntree. You can model your
plot after Figure 8.10. Describe the results obtained.

8. In the lab, a classification tree was applied to the Carseats data set af-
ter converting Sales into a qualitative response variable. Now we will
seek to predict Sales using regression trees and related approaches,
treating the response as a quantitative variable.

(a) Split the data set into a training set and a test set.

(b) Fit a regression tree to the training set. Plot the tree, and inter-
pret the results. What test MSE do you obtain?

(c) Use cross-validation in order to determine the optimal level of
tree complexity. Does pruning the tree improve the test MSE?

(d) Use the bagging approach in order to analyze this data. What
test MSE do you obtain? Use the importance() function to de-
termine which variables are most important.

Figure 2 – Attention : les deux figures représentent deux modèles différents. À gauche : une
partition de l’espace des variables explicatives. À droite : un arbre de décision.

(b) [3 points] Solve for λ̂MLE.

3. [6 points]

A B C Y
F F F F
T F T T
T T F T
T T T F

(a) [3 points] Using the dataset above, we want to build a decision tree which classifies
Y as T/F given the binary variables A,B,C. Draw the tree that would be learned
by the greedy algorithm with zero training error. You do not need to show any
computation.

(b) [3 points] Is this tree optimal (i.e. does it get zero training error with minimal
depth)? Explain in less than two sentences. If it is not optimal, draw the optimal
tree as well.
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Figure 3 – Pseudo jeu de données composé de trois variables explicatives binaires (A, B et C) et
une variable binaire à expliquer Y .

B. Tracer une partition similaire à la partition à droite de la figure 2 à partir de de l’arbre
illustré à droite de la figure 2. Les régions disjointes de la partition représentent les feuilles
de l’arbre. Indiquer la moyenne de Y à l’intérieur de chaque région.

C. Proposer un arbre qui classe parfaitement le pseudo jeu de données du tableau de la figure 3
(aucun calcul n’est nécessaire pour justifier votre réponse).

D. Considérons les trois variables A, B et C du pseudo jeu de données du tableau de la figure 3
comme des variables binaires où la modalité F correspond 0 et la modalité T correspond à
1. Supposons que nous souhaitons apprendre une fonction qui compte le nombre de 1 dans
un vecteur de variables binaires.

a. Proposer un arbre de décision qui permet de compter (sans erreur) le nombre de 1 dans
un vecteur de variables explicatives binaires de dimension 3.

b. De combien de feuilles a-t-on besoin ?
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c. De combien de feuilles a-t-on besoin pour compter (sans erreur) le nombre de 1 dans un
vecteur de variables explicatives binaires de dimension d ?

• Let the ensemble classifier consist of the four binary classifiers shown below (the
arrow means that the corresponding classifier classifies every data point in that
direction as +), prove that there are no weights α1, . . . ,α4, that make the ensemble
classifier consistent with the data.
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� SOLUTION: Based on the binary classifiers, we have the following inequalities.

α1 − α2 − α3 + α4 > 0

−α1 + α2 − α3 + α4 ≤ 0

−α1 + α2 + α3 − α4 > 0

α1 − α2 + α3 − α4 ≤ 0

Apparently, the first and third equations can not be satisfied at the same time. Therefore,
there are no weights α1, . . . ,α4, that make the ensemble classifier consistent with the data.
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Figure 4 – Un exemple de jeu de données avec deux variables x1 et x2. Les règles faibles h1, . . . , h4

sont des arbres à deux feuilles .

II. Un peu de boosting

A. Une règle de classification combinée HM (x) (obtenue par AdaBoost par exemple) est donnée
par

HM (x) = sign
( M∑

m=1

αmhm(x)
)
,

où hm est une règle de classification faible ajustée à l’itération m. Supposons que nous
souhaitons utiliser les 4 règles faibles indiquées (la flèche de chaque règle faible indique la
région correspondante à la classe + (i.e hm(x) > 0)) sur la figure 4 pour construire une
règle de classification combinée H4(x). Montrer qu’il n’y a pas de poids α1, α2, α3 et α4 qui
permettent à H4(x) de classer parfaitement les 4 données de la figure 4.
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