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I. Modéle statistique
Pour un certain village africain, les données disponibles suggerent fortement que le nombre attendu
de nouveaux cas de SIDA se développant au cours d'une année donnée est directement proportionnel
au nombre attendu de nouveaux cas de SIDA qui se sont développés au cours de I’année précédente.
Un objectif statistique important consiste a estimer la valeur de cette constante de proportionnalité
inconnue 6(f > 1) qui est supposée ne pas varier d’'une année sur 'autre, et ensuite de calculer un
intervalle de confiance & 95%.

Pour atteindre cet objectif, il convient d’utiliser le modele statistique suivant : Pour j = 0,1,...,n
années consécutives de données, Y; est la variable aléatoire désignant le nombre de nouveaux cas
de SIDA apparus au cours de l’année j. Supposons en outre que les (n + 1) variables aléatoires
Yo,Y1,...,Y, sont telles que la loi conditionnelle de Yj;;; sachant toutes les années précédentes
Y, =yr pour £ =0,1,...,7, ne dépend que de y; est une loi de Poisson avec E( i+ Y = y]) =
0y;,7 =0,1,...,(n —1). De plus, la distribution de la variable aléatoire Y est une loi de Poisson
avec IE(YO) = 6‘, ouf >1.

On note L, = E(y; 9) la vraisemblance associée au jeu de données observées y = (Yo, Y1, -- -, Yn)-

1. (1 point) A Taide de la formule de Bayes, écrire la vraisemblance L(y;&) en fonction de
la fonction de masse de Yy qu’on notera py, (yo, 0) et les fonctions de masse conditionnelles
Y Wi 1Y =Y =y, Yi =y, Yo =), j=01,...n—1.

2. (1 point) Déduire que

clvio) = (" )Hey et

Z/J+1

3. (10 points) Calculer 'estimateur par maximum de vraisemblance de € qu’on notera §n

4. (3 points) Sachant que ]E(YJ-H) =E,, {E(Y]-H |Y; = yj)], déduire que
9*In (L) [ 1—00tD
_E< 962 )‘9 ( 1—6 )

5. (3 points) Sin =25 et @\n = 1.2, proposer un intervalle de confiance & 95% de 6.

I1. Calculs classiques
Soient X7, X, ..., X, un échantillon de variables aléatoires d’une loi uniforme de densité

fl@)=1, 0<z<l.

1
On note G,, = ([]_; X;)™ la moyenne dite géométrique des X1, ..., X,.



1. (1 point) Calculer E(XT) et déduire les expressions explicites de E(Gn) et ]E(G%) respecti-
vement.

2. (1 point) Examiner la convergence en probabilité de G,,.



